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SUMMARY 
We consider partitions of 1R 16 into pairwise complementary 8-dimensional subspaces whose 
union covers 1R 16 (or, equivalently, fiberings of § I S by great 7-spheres). It is shown that if such a 
partition is (globally) invariant by a closed subgroup of GLI6(1R) locally isomorphic to S07(IR, I), 
then it is linearly equivalent to the classical Hopf partition corresponding to the Cayley numbers 
(), namely the system of lines through the origin in the affine Cayley plane over (). 
I. EINLEITUNG 
In dieser Arbeit soil folgendes bewiesen werden: 
SATZ. Sei IlJ eine Partition von IR 16 in 8-dimensiona/e Unterraume, und IlJ sei 
a/s Ganzes invariant unter einer zu S07(1R, J) loka/ isomorph en, abgesch/os-
senen Untergruppe von GL I6 (1R). 
Dann /aftt sich IlJ durch einen IR-/inearen Isomorphismus von 1R 16 auf 0 X 0 
uberfuhren in das System der Ursprungsgeraden der affinen Ebene uber der 
Oktavenalgebra 0. 
Eine Partition IlJ eines Vektorraums ist dabei eine Familie von Teilraumen, 
die paarweise trivia/en Schnitt haben und deren Vereinigung den ganzen 
Vektorraum iiberdeckt. IlJ heiBt invariant unter einer linearen Gruppe :=, wenn 
fUr ~ E:= und LE IlJ stets auch ~(L) E IlJ ist. 
Die Ursprungsgeraden der Oktavenebene sind die Teilraume von 0 x 0 der 
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Gestalt 
{(x, ax); x E q) } (Ursprungsgerade der "Steigung" a E q)) 
sowie 
{O} xq) (Ursprungsgerade der "Steigung" 00). 
Sie bilden eine Partition von q) X q) = IR 16, die invariant ist unter einer zu 
SOIO(IR, I) lokal isomorphen Untergruppe von GL I6(1R) (siehe Abschnitt 2, 
Beweisteil (a)). Auf ersten Blick scheint es erstaunlich, da13 dem Satz zufolge 
die vergleichsweise kleine Untergruppe S07(1R, I) die Oktavenpartition bereits 
charakterisiert. Beispielsweise existieren nicht zur Oktavenpartition isomorphe 
Partitionen von 1R 16, die invariant sind unter einer zu S07(1R) = S07(1R, 0) lokal 
isomorphen linearen Gruppe ([7]). 
Eine Partition von 1R 16 in 8-dimensionale Unterraume liefert eine Faserung 
der 15-Sphare durch 7-dimensionale GroBspharen und umgekehrt. In Verall-
gemeinerung der Situation in der Oktavenebene kann sie betrachtet werden als 
das System der Ursprungsgeraden einer Translationsebene mit Punktmenge 
1R 16. Insbesondere ist der Satz von Interesse in der Theorie der zusammen-
hangenden, lokalkompakten topologischen Translationsebenen (siehe etwa [5], 
§ 3); man beachte allerdings, daB die vorliegende Arbeit ohne weitere to po-
logische Voraussetzungen beziiglich der betrachteten Partitionen auskommt. 
Bei der Durchfiihrung der in [6] angekundigten Klassifikation aller 16-dimen-
sionalen lokalkompakten Translationsebenen mit groBen Kollineationsgruppen 
wird der Satz eine entscheidende Rolle spielen. In der Analyse der Kollinea-
tionsgruppe von solchen Ebenen taucht nfunlich immer wieder an zentralen 
Stellen die universelle Oberlagerung von S07(1R, 1)1 als moglicher Bestandteil 
der Kollineationsgruppe auf, und es vereinfacht die weiteren Schliisse ent-
scheidend, wenn man weiB, daB man auBer bei der klassischen Oktavenebene 
von dieser Moglichkeit absehen kann. 
Der Beweis wird folgendermaBen gefi.ihrt: Man studiert die Wirkungs-
moglichkeit einer zu S07(1R, I) lokal isomorphen linearen Gruppe als Kollinea-
tionsgruppe der Oktavenebene einerseits (Abschnitt 2) und beziiglich einer 
beLiebigen Partition andererseits; uber einen Vergleich gelangt man dann zu 
einem lsomorphismus der gewiinschten Art. Da man in der Oktavenebene sehr 
prazise Informationen hat, muB man fur den allgemeinen Fall nur eine (zu 
SU4(C) lokal isomorphe) maximale kompakte Untergruppe explizit unter-
suchen (siehe Abschnitt 3). 
2. EINE KOLLlNEATlONSGRUPPE DER OKTAVENEBENE 
In diesem Abschnitt treffen wir die folgenden 
FESTSTELLUNGEN. Zu einem 5-dimensionalen IR-linearen Teilraum M::; q) der 
Oktavenalgebra existiert in der affinen Ebene uber q) eine abgeschlossene, zu-
sammenhiingende Untergruppe S der Gruppe QJo aI/er den Koordinaten-
ursprung festlassenden Kollineationen mit folgenden Eigenschaften: 
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1. E wirkt fast-effektiv auf der uneigentlichen Geraden Loo und induziert dort 
eine zur Zusammenhangskomponente von S07(1R, 1) isomorphe Transfor-
mationsgruppe. Insbesondere enthiilt E eine zU S06(1R) lokal isomorphe, 
zusammenhangende Untergruppe Emit E ILoo =S06(1R). 
2. E enthalt die Gruppe der Scherungen 
«J x«J-+«J x «J: (x, y) ..... (x, mx+ y) fur m EM. 
3. Die Rilder der zweiten Koordinatenachse {O} x«J unter den Kollineationen 
aus E sind genau die Ursprungsgeraden mit Steigung aus MU { 00 }. 
4. Jede andere Ursprungsgerade liiftt sich durch eine Kollineation aus E in eine 
Ursprungsgerade uberfuhren, die invariant ist unter der in 1.) eingefuhrten 
Untergruppe E. 
BEMERKUNG. Die Eigenschaft 4.) wird es erlauben, sich beim Vergleich des 
Systems der Ursprungsgeraden in der Oktavenebene mit einer beliebigen 
Partition, die unter einer solchen Gruppe invariant ist, im wesentlichen zu 
beschranken auf die Untersuchung maximaler kompakter Untergruppen und 
der 8-dimensionalen Teilraume, die sie invariant lassen (siehe Abschnitt 3). 
BEWEIS _ (a) Die KolIineationsgruppe der Oktavenebene ist bestens bekannt; 
es geht nur darum, in ihr eine Untergruppe der genannten Art aufzuweisen. Wir 
betrachten hierzu die projektive Abschliel3ung der affinen Oktavenebene dUTCh 
die uneigentliche Gerade L oo. Man weil3: 
Loo liiftt sich so mit der projektiven Quadrik zu einer quadratischen Form q 
vom Index 1 auf IR lo identifizieren, daft die Kollineationsgruppe (G o auf Loo als 
die zu q gehdrige projektive spezielle orthogonale Gruppe wirkt: 
(Gol Loo = PSO(q). 
(Zu dieser Aussage gibt es inzwischen eine verzweigte Literatur . Fur den hier 
ausschlieBlich betrachteten Fall der reelIen Oktaven vergleiche man 1. Tits [13], 
4.11 S. 321 oder - in entsprechender Formulierung fUr die zugehorigen Lie-
algebren - H. Freudenthal [3], 8.2 S. 56. Uber beliebigen Alternativkorpern 
der Charakteristik *2,3 hat T.A. Springer [11], Prop. 3 S. 89, [12], S. 456 f. 
Beweise angegeben. Einen Beweis, der fur beliebige Charakteristik gilt, fuhrt 
T. Grundhofer [4], 3.5 S. 452 (im ubrigen durch Vergleich mit der Projektivi-
tatengruppe). Eine Argumentation ganz anderer Art , speziell fur die reelle 
Oktavenebene, die konkrete Rechnungen durch Benutzung der Klassifikation 
von 1. Tits [14], S. 222 ff. aller zweifach transitiven Liegruppen erspart, ergibt 
sich durch Spezialisierung der fur allgemeinere topologische Ebenen gultigen 
Uberlegungen von H. Salzmann [10], Aussagen (6"), (7). 
Im ubrigen sei noch darauf hingewiesen, daB hier fur das Weitere eigentlich 
nur benotigt wird, daB (GolLoo die Gruppe PSO(q) umfal3t, was in den Be-
weisen haufig der leichtere Teil ist.) 
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(b) Nach [9], 6.2. (8) S. 165 ist der Kern des Alternativk6rpers 0 gleich dem 
Zentrum IR . Infolgedessen sind die den Ursprung festlassenden Kollineationen 
IR-lineare Transformationen von 0 X 0, und die KolJineationen, die alle Ur-
sprungsgeraden invariant lassen, d.h. auf Lex> identisch wirken, sind genau die 
Streckungen mit reellen Skalaren ([1]; [9], 8.2 S. 202 ff.). Infolgedessen wirkt 
die Untergruppe S(Go der Kollineationen aus (Go , die als IR-lineare Abbildungen 
von 0 X 0 Determinante ± 1 haben, fast effektiv auf Lex>; die auf Lex> induzierte 
Transformationsgruppe ist dabei diesel be. 
(c) Fur das Folgende ist es erforderlkh, die in (a) angesprochene Identifi-
kation von Lex> mit einer Quadrik zu priizisieren. Wir lehnen uns dabei an T. 
GrundhOfer [4], S. 449 ff. an. 
Die Oktavenalgebra ist eine normierte Algebra mit der Norm 
n(a) = a·a fUr aE O. 
Diese Norm ist die quadratische Form zu dem Skalarprodukt 
(a lb) = t(a5+ bti) 
auf dem IR-Vektorraum O. Man erweitert nun 0 zu dem lO-dimensionalen IR-
Vektorraum 0 X 1R2 und betrachtet auf diesem die quadratische Form 
.q(a,r, s) = n(a)-rs (aEO; r,sE IR) 
vom Index 1. Die Elemente des zu 0 X 1R2 geh6rigen projektiven Raums schrei-
ben wir in homogenen Koordinaten 
[a,r,s] : = IR· (a, r,s) . 
Die durch q defiruerte Quadrik Q dieses projektiven Raums ist 
Q={[a,l,n(a)]; aEO}U{[O,Q,I]}, 
wie man leicht nachrechnet. Man identifiziert nun 
Q mit Lex>, 
indem man dem Punkt [a, I, n(a)] den uneigentlichen Punkt der Geraden mit 
Steigung a und dem Punkt [0,0, I] den uneigentlichen Punkt der zweiten 
Koordinatenachse {a} xO (als der Ursprungsgerade der Steigung (0) zuordnet. 
Wie bei T . GrundhOfer loco cit. ausgefUhrt, versteht sich die in (a) getroffene 
Aussage bezuglich dieser Identifikation . 
Sei nun M:sO der gegebene 5-dimensionale IR-Untervektorraum und 
M l. = {aE O; Vm eM : (a im) =O} 
das orthogonale Komplement von M in O. Wir betrachten die Untergruppe 
. derjenigen Transformationen aus SO(q), die auf Ml. X {a} X {O}:SO X 1R2 iden-
tisch wirken: 
SO(q)[M J. ) = {BE SO(q); B IMl. X {a} X {a} =id}, 
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sowie die davon im projektiven Raum P(4) x 1R2) induzierte Gruppe 
PSO(q)[M"J· 
Diese Transformationen lassen Mx 1R2 == 1R7 (als das orthogonale Komplement 
von MJ. x {O} x {O} in {l x 1R2) invariant und sind dureh ihre Wirkung auf 
diesem Unterraum vollstandig besehrieben; insbesondere ist PSO(q)[M "J 
isomorph zu S07(1R, 1). 
(d) Die gesuehte Gruppe E von Kollineationen der Oktavenebene ist nun die 
Zusammenhangskomponente des Urbilds von PSO(q)[M "J unter der kanoni-
se hen Abbildung SQ3o-+SQ3oILoo= Q3 oIL oo= PSO(q), also der Gruppe der Kolli-
neationen aus Q3o, die Determinante ± 1 haben und auf L oo bei der 
angegebenen ldentifikation mit der Quadrik Q eine Transformation aus 
PSO(q)[M"J bewirken. Naeh (b) wirkt E fast effektiv auf L oo ; die 
Transformationsgruppe E ILoo ist isomorph zur Zusammenhangskomponente 
von PSO(q)[M "J == S07(1R, 1). 
(e) Wie man leieht naehreehnet, ist fur m E M die Abbildung 
{lxIR2-+4)xIR2: (x,r,s) ...... (x+rm, r,2(x lm)+r·n(m)+s) 
orthogonal bezuglieh q, bewirkt die Identitat auf M J. x {O} X {O} und hat 
Determinante 1, geh6rt also SO(q)[M"J an. Sie bildet den Quadrikpunkt 
[a, 1, n(a)] auf [a + m, 1, n(a + m)] ab und liif3t [0,0, 1] fest. Bei der zugrunde-
gelegten Identifikation der Quadrik Q mit Loo wird diese Transformation 
genau von denjenigen Kollineationen der Oktavenebene induziert, die fUr alle 
a E {l die U rsprungsgerade der Steigung a auf eine Gerade der Steigung a + m 
abbilden. Dies trifft nun zu fur die Seherung 
4) x {l-+{l x {l: (x, y) ...... (x, mx+ y); 
da diese Seherungen Determinante 1 haben und fur m E M eine zusammen-
hiingende Gruppe bilden, sind sie alle in der Gruppe E enthalten. 
(Anmerkung: Die angegebene orthogonale Abbildung findet sieh bei T. 
GrundhOfer [4], S. 450, allerdings oh ne den Faktor 2, da dort die Bilinearform 
/3(a, b) = a5 + bii auf dem betraehteten Alternativk6rper verwendet wird, urn 
den Fall von Charakteristik 2 mit einzusehlief3en.) 
(f) Wir ermitteln nun die Bahn des [0,0, 1] entspreehenden Punkts von L oo 
unter E. Da Mx 1R2 invariant ist unter SO(q)[M "J' besteht sie aus Quadrik-
punkten, die zu eindimensionalen Teilriiumen dieses Unterraums geh6ren. 
Diese sind aber auf3er [0,0, 1] se1bst genau die Punkte [m, 1, n(m)] mit m E M, 
und die letzteren (bzw. die entspreehenden Punkte von Loo) bilden bereits eine 
Bahn unter der in (e) besehriebenen Seherungsgruppe . Da [0,0, 1] unter der 
ganzen Gruppe ebenfalls bewegt wird, besteht seine Bahn somit aus alien diesen 
Punkten. Die zugeh6rigen Ursprungsgeraden der Oktavenebene haben die 
Steigungen mEM und 00. Damit ist Feststellung 3.) bewiesen. 
33 
(g) Eine zu S06(1R) lokal isomorphe, zusammenhangende Untergruppe .E von 
S erhaIt man folgendermaJ3en: Der Stabilisator von (0, I, 1) in SO(q)[M ~ ) liillt 
das orthogonale Komplement von (0,1, I) in M x 1R2, also den Unterraum 
{(m, r, - r) ; m EM, rE IR} == 1R6 invariant und wirkt auf ihm treu als orthogo-
nale Gruppe S06(1R) zum Index ° (de m Index der Einschrankung von q auf 
diesen Unterraum) . .E sei die kompakte, zusammenhangende Untergruppe von 
S , die auf L oo = Q so wirkt wie dieser Stabilisator. 
Zum Beweis der Feststellung 4 .) hat man zu zeigen, daJ3 eine Ursprungs-
gerade einer Steigung 
a It: MU {Qc} 
mittels einer geeigneten Kollineation aus S in eine .E-invariante Ursprungs-
gerade abgebildet werden kann. Hierzu geniigt es, den entsprechenden Qua-
drikpunkt [a, I, n(a)] in einen Fixpunkt des Stabilisators von (0, I, 1) zu 
iiberfiihren. Schreibt man 
a = a'+ a" mit a' EM, a " EM J., 
so ist n(a) = n(a' )+n(a"). Nach Voraussetzung ist dabei a"*O, also n(a' )<n(a) 
und folglich q(a',I,n(a»<O. Man beachte nun, daJ3 (a',I,n(a»EM xIR2; 
nach dem Satz von Witt ([8], § 1-7 Theorem 14 S. 17) existiert somit eine 
Transformation A E SO(q)[M ~ )' die (a ', I, n(a» iiberfiihrt in (0, t, t) mit 
t = ( - q(a ', I , n(a») 1/2. Da (a",O,O)EM J.x {O} x {O} fest ist unter SO(q)[M ~ )' 
ist dann A(a, I, n(a» = A(a' + a", I, n(a» = A (a', I, n(a» + A (a", 0, 0) = (0, t, t) + 
+ (a ", 0, 0), und dieser Vektor bleibt fest unter dem Stabilisator von (0,1,1) in 
SO(q)[M ~ ) ' 0 
3. PA RTITIONEN 
In diesem Abschnitt soli der Beweis des Hauptsatzes vorbereitet werden 
durch Informationen iiber Partitionen von 1R 16, die invariant sind unter einer 
zu S06(1R) lokal isomorphen linearen Gruppe .E. 
In der Oktavenebene haben wir solche Gruppen als maximale kompakte 
Untergruppen der in Abschnitt 2 konstruierten Kollineationsgruppe vorge-
funden. Diese sind genauer gesagt isomorph zur universellen Oberlagerungs-
gruppe SU 4 (C) von S06(1R) und wirken auf dem zugrundeliegenden 
Vektorraum () x () = 1R 16 so, wie es im folgenden Lemma vorausgesetzt ist. Wir 
haben diese Priizisierung nicht eigens bei der Untersuchung der Oktavenebene 
hergeleitet, da sie sich in der weiteren Argumentation gal;lz allgemein ergeben 
wird. Zum Beispiel zeigen wir anschlief3end in einem Hilfssatz, daJ3 .E jedenfalls 
nicht isomorph zu S06(1R) sein kann. 
LEMMA. Sei 113 eine Partition von 1R 16 = C4®C 2 in 8-dimensionale IR-Unter-
vektorriiume, die invariant ist unter der Gruppe .E aI/er Transjormationen 
U A : C4 ®C2 -+C4 ®C2 
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fur 
A ESU 4 (C). 
Dann geh6rt jeder 8-dimensionale rR-Untervektorraum von C4®C2, der 
seinerseits invariant ist unter ganz I, der Partition 113 an. 
BEMERKUNG. Die 8-dimensionalen I-invarianten fR-Untervektorraume sind 
genau die Unterraume C4 ® u mit O'*UE C2. 
Bekanntlich sind dies niimlich genau die irreduziblen invarianten Teilriiume 
von C4® CC2 = fR8® lR fR2, wie man mit Hilfe des Lemmas von Schur leicht 
einsieht ([2], Chap. 8 § 4 no. 5 Prop. 6 S. 41). 
Anst613en von T. GrundhOfer verdanke ich gro13e Vereinfachungen im 
folgenden 
BEWEIS DES LEMMAS: (a) Fur festes XE C4 \ {O} sei xl. == C3 das orthogonale 
Komplement von x in C4. Die Untergruppe 
I x = {aA; A ESU 4 (C), A(x)=x} == SU 3 (C) 
von IlaBt 
x l. ®C2== C3® CC2= fR6® lR fR2 
invariant. Wie eben ergibt sich aufgrund des Lemmas von Schur, daB die I x-
invarianten irreduziblen Unterriiume hiervon genau die Unterriiume 
xl.®v rnit O'*VE C2 
sind. Folglich gilt: 
(b) Ein 8-dimensionaler fR-Untervektorraum L von C4®C2, der invariant 
unter I x ist, enthalt xl. ® v fur geeignetes v E c2 \ {O} . 
Aus Dimensionsgrunden ist niirnlich L n (x l. ®(2) '* {O} und enthiilt einen I x-
irreduziblen Unterraum. 
(c) Sei nun ein beliebiger I-invarianter Teilraum c4 ® u gegeben; nach wie 
vor sei x E c4 \ {O} ein fest gewiihltes Element. Zum Beweis des Lemmas 
haben wir zu zeigen, daB C4 ® u ubereinstimmt mit demjenigen Element L der 
Partition 113 mit 
X® uEL. 
Da x ® u ein Fixpunkt von I x ist und da er L eindeutig bestimmt, ist L ange-
sichts der globalen I-Invarianz der Partition 113 ein I x-invarianter Unterraum. 
Nach (b) existiert also v E C2 \ {O} mit 
x l.® v!;;L. 
Fur beliebiges festes YEXl. \ {O} erhiiIt man ebenso WE C2\ {O} mit 
yl.®W!;;L. 
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Waren v und w linear unabhangig iiber C, so hatten x .l ® v und y .l ® w 
trivialen Schnitt, im Widerspruch zu dim !? L = 8. Also ist o.B.d.A. w = v, so 
daB L ;;2 (x .l + y.l) ® v = C4 ® v und aus Dimensionsgriinden insgesamt 
L = C4® v gilt. Wegen x®u E L folgt schLiel3lich, daB u ein komplexes Viel-
faches von v und also C4 ® u = List. 0 
Mit der folgenden Aussage werden wir noch sicherstellen, daB in der Situa-
tion des Satzes die Wirkungen der beteiligten Gruppen stets diesel ben sind: 
HILFSSATZ. Eine Partition des 1R 16 in 8-dimensionale Unterriiume ist niemals. 
invariant unter einer zU S06(1R) isomorphen Untergruppe von GL 16(1R). 
BEWEIS: Angenommen, L: sei eine zu S06(1R) isomorphe Untergruppe von 
GL 16(1R), die eine Partition Il3 von 1R 16 in 8-dimensionale Unterraume invariant 
Ial3t. Die Liealgebra von S06(1R) hat bis auf Isomorphie genau die folgenden 
irreduziblen reellen Darstellungen der Dimension :516: die gewohnliche Dar-
stellung auf 1R6, die Darsteliung zur gewohnlichen Wirkung der universelien 
Uberlagerungsgruppe SU4 (C) auf C4 = 1R8 und die adjungierte Darsteliung in 
Dimension IS (wie man etwa mit Hilfe der Tabelien [IS] erschliel3t). Da L: zu 
S06(1R) isomorph sein soli, tritt bei der Zerlegung von IR 16 in irreduzible L:-
invariante Komponenten keine 8-dimensionale Komponente auf. Insbesondere 
lal3t L: einen von 0 verschiedenen Vektor z E IR 16 fest. Das eindeutig bestimmte 
Element LI der Partition, das z enthait, ist dann invariant unter L:. In einem 
zu LI komplementaren L:-invarianten 8-dimensionalen Teilraum hat L: aus 
demselben Grund weitere Fixvektoren und laBt dementsprechend auch ein 
weiteres Element L 2 der Partition invariant; auf LI und L2 wirkt L: ferner in 
der naheliegenden Weise wie S06(1R) auf 1R2 x 1R6 = 1R8 oder ab er trivial. Man 
kann also 1R 16 so mit 1R8 x 1R8 identifizieren, daB 
und dal3 L: aus den Transformationen 
oder den Transformationen 
mit 
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besteht. Wahlt man darin speziell fUr Q die Matrix 
-J 
-J 
so erhalt man eine Involution 1 E I, die einen mindestens 12-dimensionalen 
Unterraum von fR 16 elementweise festUiBt. Aus Dimensionsgrunden schneidet 
jedes Element der Partition Il3 diesen Unterraum nichttrivial an und ist daher 
invariant unter I. Also wirkt 1 trivial auf der Partition 1l3, und dasselbe gilt fur 
alle Konjugierten von I. Diese erzeugen I; somit ist jedes Element LE Il3 
invariant unter ganz I. Nun hat ein von L1 und L2 verschiedenes Element L 
der Partition Il3 die Form 
L= {(x, C(x»; XE fR s} ~ fRsx fRs 
mit einer nichtsinguUiren fR-linearen Transformation CEGLs(fR). Je nach Fall 
besagt dabei die I-Invarianz von L folgendes: 
Bestunde I aus den Transformationen (la), so mul3te C = CA fur alle 
Matrizen A der angegebenen Gestalt sein; wegen der Regularitat von C ist dies 
jedoch nicht moglich. 
Besteht I aus den Transformationen ( 1 b), so ergibt sich hingegen, dal3 C mit 
alien Matrizen A kommutiert. Insbesondere laBt C den Raum fR2 x {O} der 
gemeinsamen Fixpunkte aller dieser Matrizen invariant; Unterraume dieser 
Gestalt konnen somit fR 16 = fRS X fRs nicht vollstandig uberdecken und also 
keine Partition bilden. 0 
4. BEWEIS DES SA TZES 
(a) In der Situation des Satzes sei E eine zu S07( fR, 1) lokal isomorphe zu-
sammenhangende, abgeschlossene Untergruppe von GL I6(fR), die die Partition 
Il3 invariant lal3t. Wir zeigen zunachst: 
E realisiert die eindeutig bestimmte irreduzible Spindarstellung der universellen 
Uberlagerung von S07( fR, 1)1 in fR 16. 
In der Tat hat die Liealgebra von S07( fR , J) bis auf Aquivalenz aul3er der 
genannten Spindarstellung nur noch eine weitere Darstellung einer Dimension 
::S 16, namlich die gewohnliche Darstellung in fR 7 ([15]). Ware fR 16 nicht 
irreduzibel unter E, so ware jede nichttriviale irreduzible Komponente einer 
Zerlegung von fR 16 7-dimensional, und E wurde auf ihr gewohnlich als die 
Zusammenhangskomponente von S07(1R,1) wirken. Insbesondere ware eine 
maximale kompakte Untergruppe von E isomorph zur maximalen kompakten 
zusammenhangenden Untergruppe S06( fR) von S07(fR, 1); dies ist aber nach 
dem Hilfssatz nicht moglich. 
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(b) Wir vergleichen nun die vorgelegte Partition 113 mit der Partition der 
Oktavenebene «l x «l durch die Ursprungsgeraden der Oktavengeometrie. Diese 
ist, wie in § 2 ausgefUhrt, ebenfalls invariant unter einer Gruppe der er6rterten 
Art; und da es, wie eben festgestelit, fUr eine solche Gruppe nur eine Wirkungs-
moglichkeit gibt, konnen wir also IR 16 so mit der Oktavenebene ~ x ~ identifi-
zieren, daB die gegebene Gruppe E, die die Partition 113 invariant laJ3t, 
iibereinstimmt mit der in § 2 konstruierten, gleichnamigen Kollineationsgruppe 
der Oktavenebene. 
(c) Nun untersuchen wir die Wirkung der zu S06(1R) lokal isomorphen zu-
sammenhangenden Untergruppe I von Emit I ILeo == S06(1R), die in den Fest-
stellungen in § 2 angesprochen wurde. Die kanonische Abbildung I-+ L' ILeo == 
== S06(1R) ist eine Oberiagerung. Da nun L' nach dem Hilfssatz aus § 3 nicht 
selbst isomorph zu S06(1R) sein kann, ist sie isomorph zur zweiblattrigen, 
universelien Oberlagerungsgruppe SU4(C) von S06(1R), und die zentrale Invo-
lution von SU4 (C), die den Kern der Oberiagerung erzeugt, wirkt identisch auf 
Leo, ist also die Spiegelung am Ursprung. Wir betrachten nun die L'-invarian-
ten Ursprungsgeraden der Oktavenebene (was durch die Feststellungen in § 2 
nahegelegt wird); auf jeder von ihnen wirkt I treu, da jeder Normalteiler von 
SU4(C) die zentrale Involution enthiilt. Nun hat SU4(C) auf einem 8-dimensio-
nalen reellen Vektorraum bis auf Aquivalenz nur eine treue Darstellung, 
niirnlich die, die durch die gewohnliche Wirkung auf C4 beschrieben wird, und 
wirkt also so auf jeder L'-invarianten Ursprungsgeraden der Oktavenebene. 
Indem man 1R 16 als Summe zweier L'-invarianter Ursprungsgeraden darstellt, 
ist damit die Wirkung von L' bestimmt, und man sieht, daB man IR 16 so mit 
C\~9C2 identifizieren kann, daB L' wirkt wie im Lemma von Abschnitt 3 vor-
ausgesetzt. 
(d) Von den Ursprungsgeraden 
Ga = {(x,ax); XE ~}~~X~ 
der Oktavengeometrie (a E~) betrachten wir zunachst diejenigen, deren 
Steigung a nicht dem 5-dimensionalen IR-Untervektorraum M5,~ angehort, 
der der Beschreibung von E als Kollineationsgruppe der Oktavenebene gemiiJ3 
den Feststellungen in § 2 zugrundeliegt. Nach Feststellung 4.) ist dann Ga Bild 
einer geeigneten I-invarianten Oktavengeraden G unter einer Transformation 
aus L'. Nach dem Lemma aus § 3 gehort nun aber Gals 8-dimensionaler L'-
invarianter Teilraum auch der gegebenen Partition 113 an, und aufgrund der 
vorausgesetzten E-I.nvarianz von 113 folgt dies auch fUr Ga: 
a~M~GaEIl3. 
(e) Als niichstes zeigen wir, daJ3 die zweite Koordinatenachse {O} x~ rur Par-
tition 113 geh6rt. Hierzu geniigt die Herieitung der folgenden Aussage: 
(1) LEIl3, Ln({O} x«l)*{O} ~ dim Ln({O} x~) ~ 5. 
Denn ware der 8-dimensionale Teilraum {O} x () nicht selbst ein Element der 
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Partition ~, so wiirde er von mindestens zwei Elementen der Partition nicht-
trivial angeschnitten, und da diese komplementar sind, ergiibe sich rnit der 
Aussage (1) ein Dimensionswiderspruch . 
Zum Beweis von (1) bemerkt man nun, daB L invariant sein mu/3 unter den 
Scherungen 
am: Q) X Q)--+Q) X Q): (x, y) .... (x, mx+ y) fUr m EM, 
denn diese geh6ren gemii/3 den Feststellungen in § 2 zu E und wirken identisch 
auf {O} xQ); also sind am(L) und L Elemente von ~, die beide Ln({O} xQ) 
enthalten, und stimmen daher iiberein. O .B.d .A. kann man in der Situation 
von (1) nun noch annehmen, da13 L einen Punkt (x, y) mit x*O aus dem Kom-
plement von {O} X Q) enthiilt, denn sonst ist nichts zu zeigen. Anwendung der 
Scherungen am ergibt dann (x, mx+ y) EL fUr alle mE M. Durch Differenzen-
bildung erhiilt man daraus, da/3 L alle Punkte der Form (0, mx) mit m EM 
enthiilt, also einen 5-dimensionalen Teilraum von {O} x Q) . 
(f) Mit {O} x Q) enthiilt ~ auch alle Bilder unter Elementen von E; nach den 
Feststellungen in § 2 handelt es sich dabei urn die Ursprungsgeraden Ga der 
Oktavengeometrie mit a E M . Damit und mit (d) ist also gezeigt, da/3 alle Ur-
sprungsgeraden der Oktavenebene der Partition ~ angeh6ren. Nun bilden aber 
diese Ursprungsgeraden selbst schon eine Partition, mit der ~ also iiberein-
stimmen mu/3. D 
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